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Exercices

Exercice 1 (HMMT 2006). Dans une crèche, 2006 bébés sont assis en cercle. Soudainement, chaque bébé donne
aléatoirement un coup à soit le bébé à sa gauche, soit le bébé à sa droite. Quelle est la valeur attendue du nombre
de bébés qui ne reçoivent aucun coup?

Exercice 2 (AHSME 1989). Supposons que 7 garçons et 13 filles se rangent en file indienne. Soit S le nom-
bre d’endroits dans la rangée où un garçon et une fille se tiennent côte à côte. Par exemple, pour la rangée
GBBGGGBGBGGGBGBGGBGG, nous avons S = 12. Trouver la valeur attendue de S.

Exercice 3 (NIMO 4.3). Un jour, un fou et un cavalier se trouvaient sur des cases de la même rangée d’un
échiquier infini, lorsqu’une énorme pluie de météores s’est abattue, plaçant un météore sur chaque case de l’échiquier
indépendamment et aléatoirement avec une probabilité p. Ni le fou ni le cavalier n’ont été touchés, mais leurs
déplacements pourraient être obstrués par les météores. Pour quelle valeur de p le nombre attendu de cases valides
vers lesquelles le fou peut se déplacer (en un seul coup) est-il égal au nombre attendu de cases vers lesquelles le
cavalier peut se déplacer (en un seul coup) ?

Exercice 4 (IMO 2001/4). Soit n un entier impair strictement supérieur à 1 et soit c1, . . . , cn une suite d’entiers
positifs. Pour chaque permutation π = (π1, . . . , πn) de l’ensemble {1, . . . , n}, on définit S(π) =

∑n
i=1 ciπi. Prouver

qu’il existe deux permutations π et µ telles que S(π)− S(µ) soit divisible par n!.

Problèmes

Problème 1 (Romanie 2004). Montrer que pour tous nombres complexes z1, . . . , zn ∈ C satisfaisant |z1|2 + · · · +
|zn|2 = 1, il existe ε1, . . . , εn ∈ {±1} tels que ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

εkzk

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Problème 2. On dit que le tournoi T possède la propriété Sk si, pour tout ensemble de k personnes, il existe une
personne (externe aux k personnes) qui les bats tous.

Si
(
n
k

)
(1− 2−k)n−k < 1, prouver qu’il existe un tournoi de taille n avec la propriété Sk.

Problème 3 (BAMO 2004). Considérons n nombres réels non-nuls avec somme nulle. Prouver qu’on peut les
énumérer a1, . . . , an tel que

a1a2 + a2a3 + · · ·+ ana1 < 0.

Problème 4 (Russie 1996). À Duma, 1600 mathématiciens ont formé 16000 commités de 80 personnes chacun.
Prouver qu’il existe deux commités avec au moins 4 membres en commun.

Problème 5 (MOP Test 2007/7/1). Soit n ∈ N. On arrange dans une matrice n2 × n2 les nombres 1, 2, . . . , n2

tous exactement n2 fois. Montrer qu’il existe une ligne ou une colonne avec au moins n nombres distincts.

Problème 6 (EGMO 2019/5). Soit n ≥ 2 un entier, et soient a1, a2, . . . , an des entiers positifs. Montrer qu’il
existe de entiers positifs b1, . . . , bn tel que:

1. ai ≤ bi pour tout i = 1, . . . , n,

2. Les valeurs de b1, . . . , bn sont distinctes modulo n,

3. b1 + · · ·+ bn ≤ n
(
n−1
2 +

⌊
a1+···+an

n

⌋)
.
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Problème 7 (Inégalité de Kraft). Un mot de longueur n, dénoté par w = w1 · · ·wn, est une suite de charactères
(wi) issus d’un alphabet fini. On dit qu’un mot w = w1 · · ·wn est un préfixe d’un mot v = v1 · · · vm so n ≤ m et
wi = vi pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Soit F une collection (possiblement infinie) de mots d’un alphabet à taille r, et soit Ni le nombre de mots dans Fi

à longeur i. Supposons que
∑∞

i=1 Ni · r−i > 1. Montrer qu’il existe deux mots distincts w, v ∈ F tel que l’un soit
un préfixe de l’autre.

Problème 8 (SJSU M179 Midterm). Soit Kn,n un graphe avec ensemble de sommets V1 ∪ V2 où |V1| = |V2| = n
et ensemble d’arêtes E = {(a, b) : a ∈ V1, b ∈ V2}. Soit G un sous-graphe de Kn,navec au moins n2 − n+ 1 arêtes.
Montrer que G contient une correspondance parfaite, notamment qu’il soit possible de connecter chaque sommet
dans V1 à un sommet distinct de V2 en utilisant uniquement les arêtes dans G.

Problème 9 (IMO Shortlist 2006/C3). Soit S un ensemble fini de points dans le plan en position générale. Soit
P l’ensemble de polygones convexes avec sommets dans S, et pour P ∈ P, on définit a(P ) le nombre de points sur
le périmètre de P et b(P ) le nombre de points extérieurs à P . Montrer que, pour tout x ∈ R,∑

P∈P
xa(P )(1− x)b(P ) = 1.

Problème 10 (MOP Test 2008/7/2). Soit a, b, c ∈ R>0 tels que, pour tout n ∈ N, ⌊an⌋ + ⌊bn⌋ = ⌊cn⌋. Montrer
que au moins un des a, b, c est un entier.

Indices

1:Soitεkunevariablealéatoiretellequeεk=1avecprobabilité0.5,etεk=−1avecprobabilité0.5.
2:Sélectionnesuntournoialéatoirement(arêteentreaetborientée(a,b)avecprobabilité0.5et(b,a)avec
probabilité0.5),et,pourtoutsous-ensembleAdesommets,considèresl’événementEAqueaucunsommetexterne
batstoutA.
3:Choisisunordrealéatoire.Quelleestl’espérancedea1a2?Essaiededévelopperlecarré(a1+···+an)
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.

4:ChoisisdeuxcommitésaléatoirementetsoitXlenombredepersonnesdanslesdeuxcommités.SoitXiun
indicateurpourl’événement”lapersonneiestdanslesdeuxcommités”,telqueX=X1+···+X1600.Calcule
E[Xi].
5:Pourchaqueligneetcolonne,soitEil’indicateur(doncEi=1sil’événementestvraietEi=0sinon)de
l’événement”lenombreiapparâıtaumoinsunefoisdanscetteligneoucolonne”.
6:Prendsunepermutationaléatoireπde{1,...,n},etsoitb

π
ilepluspetitnombretelqueai≤b

π
isatisfaisant

b
π
i≡π(i)(modn).
7:SoitWunmotinfinialéatoire,oùchaquecaractèreestchoisialéatoirementavecprobabilité1/r.Notesquesi
deuxmotsdistinctssontdespréfixesdeW,alorsl’unestunpréfixedel’autre.
8:Sélectionnesunensembledepairsdesommetsaléatoirement,etcompteslenombred’arêtesquiexistent.On
voudraitquecenombresoitnafind’avoirunecorrespondanceparfaite.
9:Lasommeestunpolynômeenx,etilestdoncsuffisantdemontrerl’inégalitépourtoutx∈[0,1].Onpeut
doncinterpréterxcommeuneprobabilité.Coloriestoutpointdemanièrealéatoireenrougeavecprobabilitéxet
enbleuavecprobabilité1−x.Interprètesl’inégalitécommeuneespérance.
10:Siaestirrationnel,alors{{an}:n∈N}estuniformémentdistribuésur[0,1].Ainsi,sinestchoisiuniformément
dans[1,N],ilestvraiqueE[{xn}]→1/2lorsqueN→∞.Lorsqueaestrationel,cecin’estplusvrai.
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